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Απολυτήριεσ Εξετάςεισ Ημερήςιων Γενικών Λυκείων  

Εξεταζόμενο Μάθημα: Μαθηματικά Θετικήσ & Τεχνολογικήσ Κατεύθυνςησ   

Ημ/νία: 19 Μαΐου 2010 

Απαντήςεισ Θεμάτων 

Θέμα Α 

Α1. Θεωρία ςχολικού βιβλίου ςελίδα 304. 

Α2. Οριςμόσ, ςτη ςελίδα 279 ςχολικού βιβλίου.  

Α3. Οριςμόσ, ςτη ςελίδα 273 ςχολικού βιβλίου.  

Α4.  α.  Σ        β.  Σ      γ.  Λ     δ.  Λ        ε.  Σ 

 
Θέμα Β 

Β1. Για τον μιγαδικό 𝑧 είναι:  𝑧 +
2

𝑧
= 2 ⟺ 𝑧2 − 2𝑧 + 2 = 0    

𝛥 =  −2 2 − 4 ∙ 1 ∙ 2 = −4 < 0                     

Οπότε, οι λύςεισ είναι: 𝑧1,2 =
2±2𝑖

2
 ,  δηλαδή: 𝑧1 = 1 + 𝑖  και  𝑧2 = 1 − 𝑖. 

Β2.  Για τουσ μιγαδικούσ 𝑧1, 𝑧2 είναι:   

𝑧1
2010 + 𝑧2

2010 =  1 + 𝑖 2010 +  1 − 𝑖 2010  

                           =   𝑖 1 − 𝑖  
2010

+  1 − 𝑖 2010 = 𝑖2010 1 − 𝑖 2010 +  1 − 𝑖 2010  

               = − 1 − 𝑖 2010 +  1 − 𝑖 2010 = 0,    αφού  𝑖2010 = 𝑖2 = −1 

Β3. Για τουσ μιγαδικούσ 𝑧1, 𝑧2, 𝑤 έχουμε:  

 𝑤 − 4 + 3𝑖 =  𝑧1 − 𝑧2 ⟺  𝑤 − 4 + 3𝑖 =  2𝑖 ⟺  𝑤 − 4 + 3𝑖 = 2 

⟺  𝑤 − (4 − 3𝑖) = 2 

Η ςχέςη που ιςχύει για το μέτρο του μιγαδικού 𝑤 είναι τησ μορφήσ   𝑤 − 𝑤0 = 2, όπου 

𝑤0 = 4 − 3𝑖.  Άρα, ο γεωμετρικόσ τόποσ των εικόνων του 𝑤 είναι κύκλοσ κέντρου K(4, −3) και 

ακτίνασ ρ = 2. 

(2οσ τρόποσ)  

Θεωρώντασ: 𝑤 = 𝑥 + 𝑦𝑖 παίρνουμε:  

 𝑤 − 4 + 3𝑖 =  𝑧1 − 𝑧2 ⟺  𝑤 − 4 + 3𝑖 =  2𝑖 ⟺  𝑤 − 4 + 3𝑖 = 2  (1) 

⟺  𝑥 + 𝑦𝑖 − 4 + 3𝑖 = 2 ⟺  (𝑥 − 4) + (𝑦 + 3)𝑖 = 2 ⟺ (𝑥 − 4)2 + (𝑦 + 3)2 = 4 (2) 

Επομένωσ, η εξίςωςη (2) παριςτάνει κύκλο κέντρου K(4, −3) και ακτίνασ ρ = 2. 
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Β4.  Για το μέτρο του 𝑤 ιςχύει:   𝛰𝛫 − 𝜌 ≤  𝑤 ≤  𝛰𝛫 + 𝜌,  

όπου:  (OK)= 42 +  −3 2 = 5  με  𝛰(0,0) και  K(4, −3) το κέντρο του κύκλου. 

Επομένωσ είναι:  5 − 𝜌 ≤  𝑤 ≤ 𝜌 + 5 ⟺ 3 ≤  𝑤 ≤ 7. 

(2οσ τρόποσ)  

Είναι:   𝑤 =  𝑤 +  −4 + 3𝑖 −  −4 + 3𝑖  . Οπότε, από την τριγωνική ανιςότητα παίρνουμε: 

  𝑤 +  −4 + 3𝑖  −  −4 + 3𝑖  ≤  𝑤 +  −4 + 3𝑖 −  −4 + 3𝑖  ≤  𝑤 +  −4 + 3𝑖  +  −4 + 3𝑖  

⟺  2 − 5 ≤  𝑤 ≤ 2 + 5 ⟺  3 ≤  𝑤 ≤ 7,  χρηςιμοποιώντασ τη ςχέςη (1). 

 
Θέμα Γ 

Γ1. H 𝑓 ορίζεται ςτο 𝛢 = ℝ, εφόςον 𝑥2 + 1 > 0 για κάθε 𝑥 ∈ ℝ. 

Είναι παραγωγίςιμη ςτο 𝛢 = ℝ ωσ άθροιςμα παραγωγίςιμων ςυναρτήςεων. 

Για την παράγωγο τησ 𝑓 έχουμε:  

𝑓 ′ 𝑥 = 2 +
2𝑥

𝑥2 + 1
=

2 𝑥2 + 𝑥 + 1 

𝑥2 + 1
> 0, αφού για το τριώνυμο 𝑥2 + 𝑥 + 1 είναι Δ < 0 .  

 Συνεπώσ, η 𝑓 είναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο 𝛢 = ℝ. 
 
Γ2. Για την εξίςωςη ιςοδύναμα έχουμε:  

2(𝑥2 − 3𝑥 + 2) = ln  
(3𝑥 − 2)2 + 1

𝑥4 + 1
  

2𝑥2 + 2(2 − 3𝑥) = ln (3𝑥 − 2)2 + 1 − ln 𝑥4 + 1  

2𝑥2 + ln 𝑥4 + 1 =  2 3𝑥 − 2 + ln (3𝑥 − 2)2 + 1  

𝑓 𝑥2 = 𝑓 3𝑥 − 2  ,   (1) 

Επειδή η f είναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο ℝ, θα έχει και την ιδιότητα «1-1». 

Οπότε, από την εξίςωςη (1) ιςοδύναμα παίρνουμε:  

𝑥2 = 3𝑥 − 2 ⟺ 𝑥2 − 3𝑥 + 2 = 0 ⟺ 𝑥 = 1 ή 𝑥 = 2 

 
Γ3. Η ςυνάρτηςη 𝑓′ είναι παραγωγίςιμη με: 

𝑓 ′′ (𝑥) =  2 +
2𝑥

𝑥2 + 1
 
′

=
2𝑥2 − 4𝑥2 + 2

 𝑥2 + 1 2
=

2(1 − 𝑥2)

 𝑥2 + 1 2
 

Θέτουμε  𝑓 ′ ′ 𝑥 = 0 οπότε ιςοδύναμα έχουμε: 

2(1 − 𝑥2)

 𝑥2 + 1 2
= 0 ⟺ 1 − 𝑥2 = 0 ⟺ 𝑥 = 1 ή 𝑥 = −1 

Αντίςτοιχα, λύνουμε την ανίςωςη: 
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𝑓 ′ ′ 𝑥 > 0 ⟺
2(1 − 𝑥2)

 𝑥2 + 1 2
> 0 ⟺ 1 − 𝑥2 > 0 ⟺ 𝑥2 < 1 ⟺ −1 < 𝑥 < 1 

Καταςκευάζουμε τον πίνακα προςήμου τησ 𝑓′′ 𝑥  και κυρτότητασ τησ 𝑓. 

 −∞                   -1                                                          +1                  +∞ 

𝑓 ′′ (𝑥) -                      + - 

𝑓 ∩ ∪ ∩ 

Άρα η 𝐶𝑓  έχει δύο ςημεία καμπήσ:  𝛣(−1, 𝑙𝑛2 − 2) και 𝛤(1, 𝑙𝑛2 + 2). 

Έςτω (𝜀1) και (𝜀2) οι εφαπτόμενεσ τησ 𝐶𝑓  ςτα ςημεία Β και Γ αντίςτοιχα.  

Για τουσ ςυντελεςτέσ διεύθυνςήσ τουσ ιςχύουν: 𝜆𝜀1 = 𝑓 ′ −1 = 1 

𝜆𝜀2 = 𝑓 ′ 1 = 3.  Οπότε οι εξιςώςεισ των ευθειών είναι:  

𝜀1:  𝑦 − 𝑓 −1 = 𝑓 ′ −1  𝑥 + 1 ⟺ 𝑦 −  𝑙𝑛2 − 2 =  𝑥 + 1 ⟺ 𝑦 = 𝑥 − 1 + 𝑙𝑛2 

𝜀2:  𝑦 − 𝑓 1 = 𝑓 ′ 1  𝑥 − 1 ⟺ 𝑦 −  𝑙𝑛2 + 2 = 3 𝑥 − 1 ⟺ 𝑦 = 3𝑥 − 1 + 𝑙𝑛2 

Για το ςημείο τομήσ των ευθειών έχουμε:  

 
𝑦 = 𝑥 − 1 + 𝑙𝑛2
𝑦 = 3𝑥 − 1 + 𝑙𝑛2

 ⟺  
𝑦 = 𝑥 − 1 + 𝑙𝑛2
𝑦 = 3𝑥 − 1 + 𝑙𝑛2

 ⟺  
𝑥 = 0

𝑦 = −1 + 𝑙𝑛2
  

Δηλαδή το ςημείο τομήσ είναι 𝛥(0 − 1 + 𝑙𝑛2) που βρίςκεται ςτον άξονα  𝑦’𝑦. 

 
Γ4. Για τον υπολογιςμό του ολοκληρώματοσ έχουμε:  

𝛪 =  𝑥𝑓 𝑥 𝑑𝑥 =
1

−1

 2𝑥2 + 𝑥𝑙𝑛 𝑥2 + 1  𝑑𝑥 =  2𝑥2  𝑑𝑥 +  𝑥 𝑙𝑛 𝑥2 + 1   𝑑𝑥
1

−1

1

−1

1

−1

= 𝐼1 + 𝐼2 

Είναι: 

𝐼1 =  2𝑥2  𝑑𝑥 
1

−1

=  
2𝑥3

3
 
−1

1

=
2

3
−

 −2 

3
=

4

3
  

και 𝐼2 =  𝑥 𝑙𝑛 𝑥2 + 1   𝑑𝑥
1

−1

=
1

2
  𝑥2 + 1 ′  𝑙𝑛 𝑥2 + 1  𝑑𝑥

1

−1

 

=
1

2
  𝑥2 + 1 𝑙𝑛 𝑥2 + 1  −1

1 −
1

2
 2𝑥 𝑑𝑥

1

−1

= 0 −  
𝑥2

2
 
−1

1

= 0 

Ά𝜌𝛼:    𝛪 = 𝐼1 + 𝐼2 =
4

3
+ 0 =

4

3
 

 
Παρατήρηςη: Η ςυνάρτηςη g x = x ln x2 + 1 , x ∈ [−1,1] είναι περιττή, οπότε αμέςωσ 
ςυμπεραίνουμε ότι:  I2 = 0. 
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Θέμα Δ 

Δ1.     Για τη ςυνάρτηςη 𝑓 ιςοδύναμα έχουμε:  

𝑓 𝑥 − 𝑥 = 3 +  
𝑡

𝑓 𝑡 − 𝑡
 𝑑𝑡

𝑥

0

            (1) 

                       

𝑓 𝑥 =  
𝑡

𝑓 𝑡 − 𝑡
 𝑑𝑡 + 𝑥 + 3

𝑥

0

 

Επειδή η ςυνάρτηςη  𝜑 𝑡 =
𝑡

𝑓 𝑡 −𝑡
  είναι ςυνεχήσ ςτο ℝ , η ςυνάρτηςη  ∫

𝑡

𝑓 𝑡 −𝑡
 

𝑥

0
𝑑𝑡  είναι 

παραγωγίςιμη ςτο  ℝ.  

Άρα η ςυνάρτηςη  𝑓 είναι παραγωγίςιμη ςτο  ℝ ωσ άθροιςμα των παραγωγίςιμων 

ςυναρτήςεων ∫
𝑡

𝑓 𝑡 −𝑡
 

𝑥

0
 𝑑𝑡  και  𝑥 − 3  με:  

𝑓 ′ 𝑥 =
𝑥

𝑓 𝑥 − 𝑥
+ 1 =

𝑓(𝑥)

𝑓 𝑥 − 𝑥
,   για κάθε 𝑥 ∈ ℝ 

 
Δ2. Είναι:  𝑔 𝑥 =  𝑓(𝑥) 2 − 2𝑥𝑓 𝑥 ,     𝑥 ∈ ℝ.  

Παραγωγίζοντασ παίρνουμε: 

 𝑔′ 𝑥 = 2𝑓 𝑥 ∙ 𝑓 ′ 𝑥 − 2𝑓 𝑥 − 2𝑥𝑓 ′(𝑥)  

 𝑔′ 𝑥 = 2𝑓 ′ 𝑥  𝑓 𝑥 − 𝑥 − 2𝑓 𝑥   

 𝑔′ 𝑥 =
2𝑓(𝑥)

𝑓 𝑥 −𝑥
∙  𝑓 𝑥 − 𝑥 − 2𝑓 𝑥    

𝑔′ 𝑥 = 0,     για κάθε  𝑥 ∈ ℝ.  Άρα η  𝑔 είναι ςταθερή ςτο  ℝ. 
 

Δ3.   Άρα υπάρχει  𝑐 ∈ ℝ  για τον οποίο ιςχύει  𝑔 𝑥 = 𝑐  για κάθε  𝑥 ∈ ℝ 

 𝑓(𝑥) 2 − 2𝑥𝑓 𝑥 = 𝑐  για κάθε  𝑥 ∈ ℝ,    (2)  

Η  (1)  για  𝑥 = 0  δίνει:  𝑓 0 = 3 

Η  (2)  για  𝑥 = 0  δίνει:   𝑓(0) 2 = 𝑐 ⟺ 𝑐 = 9 

Άρα ιςχύει   𝑓(𝑥) 2 − 2𝑥𝑓 𝑥 = 9,   για κάθε  𝑥 ∈ ℝ 

  𝑓(𝑥) 2 − 2𝑥𝑓 𝑥 + 𝑥2 = 9 + 𝑥2 ,    για κάθε  𝑥 ∈ ℝ     

  𝑓 𝑥 − 𝑥 2 = 𝑥2 + 9 ,    για κάθε  𝑥 ∈ ℝ    (3)     

Ιςχύει:  𝑕 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑥 ≠ 0,   για κάθε  𝑥 ∈ ℝ 
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και επειδή η ςυνάρτηςη  𝑕 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑥   είναι ςυνεχήσ ςτο  ℝ , διατηρεί ςταθερό πρόςημο 
ςτο  ℝ . 

Αφού  𝑕 0 = 𝑓 0 = 3  ιςχύει:   𝑕 𝑥 > 0,   για κάθε 𝑥 ∈ ℝ      

Η  (3)  γράφεται:    𝑕(𝑥) 2 = 𝑥2 + 9 ,   για κάθε 𝑥 ∈ ℝ      

                                  𝑕 𝑥 = +  𝑥2 + 9 

                                  𝑓 𝑥 − 𝑥 =  𝑥2 + 9 

                                  𝑓 𝑥 = 𝑥 +  𝑥2 + 9 ,      𝑥 ∈ ℝ      

 

Δ4.   Είναι:  𝑓 𝑥 = 𝑥 +  𝑥2 + 9 > 𝑥 +  𝑥2 = 𝑥 +  𝑥 ≥ 0 

Άρα ιςχύει:  𝑓(𝑥) > 0,   για κάθε  𝑥 ∈ ℝ 

Για κάθε  𝑥 ∈ ℝ  ιςχύει:  𝑥 < 𝑥 + 1 < 𝑥 + 2  

Θεωρούμε τη ςυνάρτηςη ςυνάρτηςη:  𝐹 𝑥 = ∫ 𝑓 𝑡  𝑑𝑡 ,    με   𝑥 ∈ ℝ
𝑥

0
 

Από  το Θεώρημα Μέςησ Τιμήσ για την  𝐹  ςτο   𝑥, 𝑥 + 1   υπάρχει  𝜉1 ∈ (𝑥, 𝑥 + 1) : 

𝐹′ 𝜉1 = 𝐹 𝑥 + 1 − 𝐹(𝑥)  

𝑓 𝜉1 = ∫ 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 − ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

𝑥+1

0
  

Από  το Θεώρημα Μέςησ Τιμήσ για την  𝐹  ςτο   𝑥 + 1, 𝑥 + 2   υπάρχει  𝜉2 ∈ (𝑥 + 1, 𝑥 + 2) : 

𝐹′ 𝜉2 = 𝐹 𝑥 + 2 − 𝐹(𝑥 + 1)  

𝑓 ′ 𝑥 = 1 +
𝑥

 𝑥2 + 9
=

𝑥 +  𝑥2 + 9

 𝑥2 + 9
=

𝑓(𝑥)

 𝑥2 + 9
> 0 , για κάθε  𝑥 ∈ ℝ       

οπότε  η  𝑓 είναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο  ℝ. 

Άρα για   𝜉1 < 𝜉2  ιςχύει:   𝑓 𝜉1 < 𝑓 𝜉2  

 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 −  𝑓 𝑡 𝑑𝑡 <  𝑓 𝑡 𝑑𝑡 −  𝑓 𝑡 𝑑𝑡
𝑥+1

0

𝑥+2

0

𝑥

0

𝑥+1

0

 

 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 <
𝑥+1

𝑥

 𝑓 𝑡 𝑑𝑡      για κάθε  𝑥 ∈ ℝ .
𝑥+1

𝑥+2
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(2οσ τρόποσ)  

Για κάθε  𝑥 ∈ ℝ ιςχύει:  𝑥 < 𝑥 + 1. 

Θεωρούμε τη ςυνάρτηςη:  𝐺 𝑥 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+1

𝑥
 ,  με  𝑥 ∈ ℝ  για την οποία ιςχύει:  

𝐺 𝑥 = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+1

0
− ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
 .   

Παραγωγίζοντασ έχουμε:    𝐺 ′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 1 − 𝑓(𝑥)  

Οπότε για κάθε  𝑥 ∈ ℝ, με  𝑥 < 𝑥 + 1, επειδή η  𝑓 είναι αύξουςα ςτο ℝ, ιςχύει:  

𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥 + 1) ⟺ 𝑓 𝑥 + 1 − 𝑓(𝑥) > 0 ⟺ 𝐺 ′ 𝑥 > 0,   για κάθε  𝑥 ∈ ℝ . 

Άρα η 𝐺 είναι γνηςίωσ αύξουςα ςτο  ℝ. 

Συνεπώσ για   𝑥 < 𝑥 + 1 είναι:  𝐺 𝑥 < 𝐺(𝑥 + 1).   Άρα:  ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 < ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+2

𝑥+1

𝑥+1

𝑥
     

 
(3οσ  τρόποσ) 

Για κάθε  𝑡  με   𝑥 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 + 1,  ιςχύει   𝑓(𝑥) ≤ 𝑓(𝑡) ≤ 𝑓(𝑥 + 1) ,  αφού  𝑓 είναι γνηςίωσ 

αύξουςα ςτο  ℝ. 

Οπότε ολοκληρώνοντασ ςτο διάςτημα [𝑥, 𝑥 + 1] παίρνουμε:    

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑡 <
𝑥+1

𝑥
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 <

𝑥+1

𝑥
∫ 𝑓(𝑥 + 1)𝑑𝑡

𝑥+1

𝑥
,     

αφού οι διαφορέσ  𝑓 𝑥 − 𝑓 𝑡  και 𝑓 𝑥 + 1 − 𝑓 𝑡   

δεν είναι παντού μηδέν ςτα διαςτήματα  𝑥, 𝑥 + 1   και  𝑥 + 1, 𝑥 + 2  .  

Άρα έχουμε: 𝑓(𝑥) ∫ 1 𝑑𝑡 <
𝑥+1

𝑥
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 < 𝑓(𝑥 + 1) ∫ 1 𝑑𝑡

𝑥+1

𝑥

𝑥+1

𝑥
  

𝑓 𝑥 < ∫ 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 <
𝑥+1

𝑥
𝑓 𝑥 + 1 ,     (1)  

Επίςησ, για κάθε 𝑡 με:     𝑥 + 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑥 + 2,  ιςχύει   𝑓(𝑥 + 1) ≤ 𝑓(𝑡) ≤ 𝑓(𝑥 + 2)  

Ολοκληρώνοντασ ςτο διάςτημα  𝑥 + 1, 𝑥 + 2   ομοίωσ προκύπτει: 

𝑓(𝑥 + 1) < ∫ 𝑓 𝑡 𝑑𝑡 < 𝑓 𝑥 + 2        (2)
𝑥+2

𝑥+1
  

Άρα από τισ ςχέςεισ (1) και (2) προκύπτει ότι:  

 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 <
𝑥+1

𝑥

 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥+2

𝑥+1

 

 
Επιμέλεια: Γιάννησ Μερτίκασ, Δημήτρησ Βλάχοσ, Ηρώ Μαρκάκη 


